
Quantifier Elimination with Mathematica #１

 ー東大入試を　１行で　解くー

2018年 月 日 4 8   研研研 Cabri  生生　茂茂 

QEのコマンド

Element[x,A]  (elem)x∈A

ForAll[x,f]∀x, f

Resolve[p,Reals] または Reduce[p,Reals]pのQE

Exists[x,f]∃x, f

Equivalent[f,g] （equiv）f ⇔ g

Implies[f,g] （ =>）f → g

! f （not）￢f

f && g  （and）f∧g

f || g  （or）f∨g

Element[x,A]  (elem)x∈A

ForAll[x,f]∀x, f

Resolve[p,Reals] または Reduce[p,Reals]pのQE

Exists[x,f]∃x, f

Equivalent[f,g] （equiv）f ⇔ g

Implies[f,g] （ =>）f → g

! f （not）￢f

f && g  （and）f∧g

f || g  （or）f∨g

● 通常は Resolve の代わりに Reduce でも大丈夫(内部で Resolve をcall）. しかし時間が掛かる．
● ∨, ∧, ⇒ などは“Esc”を使って挟むと入力できる．例えば “Esc”と”=“と”>”と”Esc” で⇒となる.
● QEはCADを応用している． CAD(Cylindrical Algebraic Decomposition)とは，空間を符号が

一定な部分集合に分割すること. なお CADはQE以外にも有効で Mathematica のコマンドは
「GenericCylindricalDecomposition」と「CylindricalDecomposition」. （後者が数学的な厳密解)

● CADの順序の変更が可能．例えば「Resolve[p,{y,x},Reals]」 とすると x□g(y) の形になる.
「Reduce [p,{y,x},Reals]」より速いことが多い．

● 結果の図示は RegionPlot や RegionPlot3D を使う．測度は RegionMeasure が大体使える．
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Exists��y�, 2 � x^2 � 4 � x � y � 3 � y^2 � 4 � x � 5 � y � 4 �� 0�;
Resolve�	, Reals�

1

4
�2 � 5 6  � x � 1

4
�2 � 5 6 

Exists��x, y�, 2 x^2 � 4 x y � 3 y^2 � 4 x � 5 y � 4 
 0 && x � y 
 k�;
Reduce�	, Reals�

1

4
�4 � 5 2  � k � 1

4
�4 � 5 2 
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が成り立つような実数 の最小値を

全ての正の実数 に

求めよ　
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年文理

対

ForAll��x, y�, x � 0 && y � 0 � Sqrt�x� � Sqrt�y�  k Sqrt�2 x � y��;
Resolve�	, Reals�

k � 3

2
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において
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の最小値が正となるような点 の範囲を図示せよ　

面内の領域

年文

平

ForAll��x, y�, �1  x  1 && �1  y  1 � 1 � a x � b y � a x y � 0�;
Reduce�	, Reals�

��1 � a � 0 && �1 � b � 1 � 2 a	 

 �0 � a � 1 && �1 � b � 1 � 2 a	
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RegionPlot�	, �a, �2, 2�, �b, �2, 2�, Axes � True�
Manipulate�Plot3D�1 � a x � b y � a x y, �x, �1, 1�, �y, �1, 1��, �a, �2, 2�, �b, �2, 2��
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2

2 2

  2 

 ( , )   

               

4                          

2          

  

3 6

.(2004 )                                     ,  

a

x y D

y

D x

y x

x ax a

y

≥

≤ − +

+

+

を正の実数とする．次の つの不等式を同時に満たす

点 全体からなる領域を とする

例

最

．

領域 における の最大値 小値を求めよ　 年文

2

2 2

  2 

 ( , )   

               

4                          

2          

  

3 6

.(2004 )                                     ,  

a

x y D

y

D x

y x

x ax a

y

≥

≤ − +

+

+

を正の実数とする．次の つの不等式を同時に満たす

点 全体からなる領域を とする

例

最

．

領域 における の最大値 小値を求めよ　 年文

Exists��x, y�, a � 0 && y � x^2 && y  �2 x^2 � 3 a x � 6 a^2 && k �� x � y�;
Reduce�	, Reals�

0 � a � 1

5
&& �a � a2 � k � 2 a � 4 a2 

 1

5
� a � 1

2
&& �a � a2 � k � 1

8
1 � 6 a � 57 a2 

 a  1

2
&& � 1

4
� k � 1

8
1 � 6 a � 57 a2

example5 (パラメーターが二つ以上あるときは結果が非常に複雑)
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Clear�a, b�
Exists��x, y�, x^2 � y^2  25 && 2 x � y  5 && k �� x^2 � y^2 � 2 a x � 2 b y�;
Resolve�	, Reals�

� 1�

大きい出力 表示を少なく もっと表示 すべて表示 大きさ制限の設定...

� MinValue の方が時時がががる 約 分 ( 10 ) が，やや綺綺に出出ささる． 

MinValue��x^2 � y^2 � 2 a x � 2 b y, x^2 � y^2  25 && 2 x � y  5�, �x, y�� �� Timing

556.534,

�5 ��5 � 2 b	 � 1�
25 � 8 a � 6 b � 1�
1

5
�71 � 6 b � 4 b2 a � 4 && �3 � b � 7

1

5
25 � 20 a � a2 � 10 b � 4 a b � 4 b2 � 1�

�a2 � b2 � 1�
�5 �5 � 2 16 � b2 a � 4 && b � �3

�5 �5 � 2 a2 � b2 True



大きい出力 表示を少なく もっと表示 すべて表示 大きさ制限の設定...

2．通過領域
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正の実数 に対して 座標平面上で次の放物線を考える

例6

が正の実数全体を動くとき の通過する領域を求めよ． 年理

Exists�a, a � 0 && y 
 a � x^2 � �1 � 4 a^2� � �4 a��;
reg � Reduce�	, Reals�

�y � 0 && �1 � x � 1	 

 y  0 && � 1 � y2 � x � 1 � y2

RegionPlot�reg, �x, �5, 5�, �y, �5, 5�, Axes � True�

�4 �2 0 2 4

�4

�2

0

2

4
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Manipulate�
Plot��a � x^2 � �1 � 4 a^2� � �4 a�, Sqrt�x^2 � 1�, �Sqrt�x^2 � 1��, �x, �5, 5�, PlotRange � ���5, 5�, ��20, 20���, �a, 0.1, 30��

a

�4 �2 2 4

�20

�10

10

20

3．真偽判定

example7 (整数問題だが解ける)
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以下の命題 それぞれに対し，その真偽を調べよ．

また真ならば証明を与え，偽ならば反例を与えよ

例 命題 が正の整数ならば が成り立つ．

命題 整数 が をみたすならば

が成り立つ 年文．

ForAll�n, n � 0 � n^3 � 26 � 100 � n^2�;
Resolve�	, Integers�
ForAll��n, m, l�, 5 n � 5 m � 3 l 
 1 � 10 n m � 3 m l � 3 n l � 0�;
Resolve�	, Integers�

False

True

example8 (整数問題は通常解けない)
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を正の整数 を実数 とする　全ての整数 に対して

例

の範が成り立つような ．囲を を用いて表 年理せ

ForAll�m, m^2 � �a � 1� m � n^2 � �2 n � 1� a � 0 && a � Reals && n � 0�;
Reduce�	, Integers�

Reduce�m ���1 � a	 m � m2 � a n2

1 � 2 n  0 && a � Reals && n  0 , Integers
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4．総合問題
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平面上に点 を中心とする半径 の円 がある．

またこの平面上の と異なる点 を通って直線

と垂直な空間直線 があり 平面とのなす角
例

が である．このとき円 と直線 の間の

最短距離を，点 間の距離 で表せ

　　 年理                                                           
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                                                          ( 83   19 )

C

l

C l
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°

平面上に点 を中心とする半径 の円 がある．

またこの平面上の と異なる点 を通って直線

と垂直な空間直線 があり 平面とのなす角
例

が である．このとき円 と直線 の間の

最短距離を，点 間の距離 で表せ
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C上の点を(x,y,0),　l上の点を(a,0,0)+t(0,1,1)=(a,t,t)　とおく

Exists��x, y, t�, �a � x�^2 � �t � y�^2 � t^2 
 k^2 && x^2 � y^2 
 1 && a � 0 && k � 0�;
reg � Reduce�	, �a, k�, Reals�
RegionPlot�reg, �a, 0, 3�, �k, 0, 2��

0 � a � 1

2
&& k � 1 � 2 a2

2



 1

2
� a � 1 && k � 1 � a 

 �a  1 && k � �1 � a	
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Exists��s, t�, s^2 � t^2 
 1, x^4 � 2 �s � t� x^2 � �s � t�^2 
 0�;
Resolve�	, Reals�

�23�4 � x � 23�4

example11 (通過領域)
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A(p,q,0),B(x,y,z)とおくと,C(0,0,1)が線分AB上より　AB=tAC�
x � p

y � q

z

=t

�p

�q

1

　(t>1). 　 

ClearAll�"Global`�"�

Exists��p, q, t�, �x � p, y � q, z� �� t ��p, �q, 1� && z � 1 && �x � p�^2 � �y � q�^2 � z^2 
 4�;
surface � Resolve�	, Reals�

z  1 && 8 z � 3 z2 � x2 z2 � y2 z2 � 2 z3 � z4 � 4
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��上の式がかx2�y2を の式で表すとz ，x^2�y^2��4�8z�3z^2�2z^3�z^4��z^2 となるがか体体と概概は��
v � Integrate�Pi �4 � 8 z � 3 z^2 � 2 z^3 � z^4� � z^2, �z, 1, 2��

Π 17

3
� 8 Log�2�

ContourPlot3D�4 � 8 z � 3 z2 � x2 z2 � y2 z2 � 2 z3 � z4 
 0, �x, �1 � 2, 1 � 2�, �y, �1 � 2, 1 � 2�, �z, 1, 2�

�0.5
0.0

0.5

�0.5 0.0 0.5

1.0

1.5

2.0

もっと自動的にやってみる．領域を作り，RegionMeasure で計算する．変数の順序に注意!

線分 上の点をCB R �X, Y, Z	 とすると，CR � u CB �
X

Y

Z � 1
� u

x

y

z � 1
�0 � u � 1	だがか，

Clear�x, y, z, u�;
Exists��x, y, z, u�, �X, Y, Z � 1� 
 u � x, y, z � 1� && 0 � u � 1 && surface�;
pred � Resolve�	, Reals� �� FullSimplify

region � ImplicitRegion�pred, �Z, X, Y��;���X,Y,Z�では計計できない．�Z,Y,X�はOK��
RegionMeasure�region�

Z  1 && X2 � Y2 � 3 ��1 � Z	2 && X2 � Y2 � ��1 � Z	2 � 0 

 X2 � Y2 � 3 ��1 � Z	2 && Z 8 � Z X2 � Y2 � ��3 � Z	 �1 � Z	 � 4

2 Π 17

6
� 4 Log�2�

最後に
�最大･最小最だけなか Maximize/Minimize, MaxValue/MinValue.

まま変数の最が１つに決まるときはSolve を使っま方が良いいとが多い． 

�一一には は実数がつ多多式の系以系には使えないとささえいる．QE しがし では　使える場合もある Mathematica . 

例ええ複複数の場合は Resolve[%, Complexes] と ,   a�Reals, (a|b) �Reals ななを組み合わわると，使える事が多い .

「(i)  x>0 のとき  1 � 1

x
x � e � 1 � 1

x
x�

1

2  を示わ 」   （ 年年 2016 )

ForAll�x, x � 0 � �1 � 1 � x�^x � E � �1 � 1 � x�^�x � 1 � 2��
Resolve�	, Reals�

�x x  0 � 1 � 1

x

x

� � � 1 � 1

x

1

2
�x

True

(ii) 「　 x2 　が実数解を持つよつな　実定数+(2m+3i)x+(8-6i)=0 m の最を定めよ．」 

Exists�x, x^2 � �2 m � 3 I� x � �8 � 6 I� 
 0 && �m x� � Reals�
Resolve�	, Complexes�

�x �8 � 6 �	 � x2 � x �3 � � 2 m	 � 0 && �m x	 � Reals
m � Reals && 12 � 4 m � 0

�工学ではQEは「最適化問題」によく応用ささえいる．

入試問題を解く道具としえは，特に「最大･最小問題」，「図概と式」，「方程式・不等式」の分野に有効．

しがし「確率」ではまっまく使えない．「整数」でもごく一部しが使えない．

いのよつに万万ではないが， は「可可化」，「計計 特に微体分 」QE ( ) になかに強出な武武になる． 種の神武 (3 ?)
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5. （おまけ）いさかも一行で解ける 

1. 【方程式の解】 正正正概 が放放線 PQR y = x2 に内内し， の傾きが QR 2 の時，１辺の長さを求めよ．(2004年 )  
いさは Solve でも解ける .

P p, p2, Q q, q2, R r, r2 とおくと の傾きはQR q � r. さかに１辺の長さを a とおく．

Exists��p, q, r�, p � q && q � r && r � p &&

�p � q�^2 � �p^2 � q^2�^2 
 �q � r�^2 � �q^2 � r^2�^2 
 �r � p�^2 � �r^2 � p^2�^2 
 a^2 && r � q 
 Sqrt�2� && a � 0� �� Resolve

a � 18

5

2. 【最大・最小】 x3 - 2 x2 - 3 x + 4 � 7

4
	 x 	 3) の最大・最小最を求めよ． (1991年 )

Exists�x, x^3 � 2 x^2 � 3 x � 4 
 k && �7 � 4  x  3�;
Resolve�	, Reals�

� 143

64
� k � 2

27
19 � 13 13 

3. 【軌軌】  z = y2, x = 0上に動点 をとる．さかに定点 Q P (2, 0, 1) としまとき，直線 PQ と 平平との交点 の軌軌を求めよ xy R .(1991年 )

Q 0, t, t2, R �x, y, 0	 とおくと PR � s PQ

Exists��t, s�, �x � 2, y, �1� 
 s ��2, t, t^2 � 1��;
curve � Resolve�	, Reals�
RegionPlot�ImplicitRegion�	, �x, y��, Axes � True�

1 � x

2
 0 && � x

2
� x2

4
� y2 � 0

�2 0 2 4
�2

�1

0

1

2

4. 【連連方程式が特定の解を持つ条条】  y = k (x - x3), x = k (y - y3) が第 象象内で 1 y = 上にない交点を持つ正の数 の範範を求めよ x k .(1989年 )

Exists��x, y�, y 
 k �x � x^3� && x 
 k �y � y^3� && x � y && k � 0 && x � 0 && y � 0�
Resolve�	, Reals�

k  2

5. 【円と放放線】 円：x2 � 
y � a�2 � r2(a, r>0) が  y  x2 に含まさるとき， の範範を の式で表わ． 有有問題 r a ( )

ForAll��x, y�, x^2 � �y � a�^2  r^2 � y � x^2 && a � 0 && r � 0�;
Resolve�	, �a, r�, Reals�

0 � a � 1

2
&& 0 � r � a 

 a  1

2
&& 0 � r � 1

2
�1 � 4 a

6. 【最小最】 長さ l (l � 1) の線分が その両両を y = x2 の上に置いえいる時，線分の中点 が 軸に最も近い場合の の 座座を求めよ M x M y .(1974文年 改 )

Exists��p, q�, �p � q�^2 � �p^2 � q^2�^2 
 l^2 && y 
 �p^2 � q^2� � 2 && l � 1� �� Resolve��, Reals� &

l � 1 && y � 1

4
��1 � 2 l	

7. 【存存条条】  f (x) = ax3 + bx2 + cx + d が 条条 3
イ( ) f (-1) = 　 0, ロ ( ) f (1) = 0, ハ ( )| x | 	 の時 1  f (x) � 1 - | x 　 |
をみますのは，定数a, b, c, がなのよつな条条をみますときが？ d  (1981年 )

Clear�f, x, a, b, c, d�; f�x�� � a x^3 � b x^2 � c x � d;

ForAll�x, �Abs�x�  1 � f�x� � 1 � Abs�x�� && f�1� 
 f��1� 
 0� �� Reduce��, Reals� &

b � �1 && 1

2
�1 � 2 b	 � a � 1

2
��1 � 2 b	 && d � �b && c � �a

8. 【通過領域】 A  2 t2�t�1
3 
t�1� , -2),  B  2

3
t, -2 t) と定める． t が  0 	 t 	 1 を動くとき 直線 AB の通過領域を求めよ．  (1997文 )
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��AB:y��2t^3�3xt^2�3x となるので��
Exists�t, y 
 �2 t^3 � 3 x t^2 � 3 x && 0  t  1� �� Resolve��, Reals� & �� FullSimplify

RegionPlot�	, �x, �3, 4�, �y, �4, 4��

2 � y � 0 && x  0 && 3 x � 2 && 3 x � y � x3 

 �x � 0 && 3 x � y � 0	 


3 x � y � 0 && 3 x  2 && x � 1 && 3 x � y � x3 

 �x  1 && 2 � y � 0	

�3 �2 �1 0 1 2 3 4

�4

�2

0

2

4

9. 【通過領域】  P  1

2
, 

1

4
), y = x2上の 点2 Q (a, a2), R (b, b2) を  PQ = PR となるよつに動がすとき  � の重重PQR G (X, Y) の軌軌を求めよ．  (2011年 )

Exists��a, b�, �a � 1 � 2�^2 � �a^2 � 1 � 4�^2 
 �b � 1 � 2�^2 � �b^2 � 1 � 4�^2 && X 
 1 � 3 �a � b � 1 � 2� && Y 
 1 � 3 �a^2 � b^2 � 1 � 4�� ��
Resolve��, Reals� & �� FullSimplify

RegionPlot�ImplicitRegion�	, �X, Y���

1 � 4 X ��1 � 3 X	 � 8 Y 

 �1 � 4 X ��1 � 3 X	 � 8 Y && X �2 � 24 Y	 � 3 � 4 Y	

�1.0 �0.5 0.0 0.5 1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

10. 【通過領域】  A (-1, 1), B (1, -1), P (x, y) (| x | 	  1) に対し次の  (1) ままは  (2) をみます P の存存範範を求めよ． 
(1)頂点の 座座の絶対最が 以上の 次次数で x 1 2 A, B, P を通るものが存存する． 
(2) A, P, B は一直線上にある  (2015年文）． 

Clear�a, p, q, f, x�
f�x�� � a �x � p�^2 � q;
Exists��a, p, q�, �1 
 f��1� && �1 
 f�1� && Y 
 f�X� && �1  X  1 && Abs�p� � 1� �� Y 
 �X�;
Resolve�	, Reals� �� FullSimplify

RegionPlot�	, �X, �1, 1�, �Y, �1, 1�, Axes � True�

��1 � X � 1 && ���2 � X	 X � 1 � 2 Y 

 X �2 � X	 � 2 Y � 1 


�X � Y � 0 && ���2 � X	 X � 1 � 2 Y 

 X �2 � X	 � 2 Y � 1		 

 �X � Y � 0 && �X �2 � X	 � 2 Y � 1 

 ��2 � X	 X � 1 � 2 Y				 

 X � Y � 0

�1.0 �0.5 0.0 0.5 1.0

�1.0

�0.5

0.0

0.5

1.0

11. 【条条条最大最小】

3       ,  

   1  90

  

(1)   , ,  

(2) 1    

 (2010 )                                                    

a b c

b

V

V a b c

a b c V

°

+ + =

辺の長さが と と の直方体を

長さが の 辺を回転軸として

回転させるとき，直方体が通過する

点全体がつくる立体を とする．

の体積を を用いて表せ．

のとき， の体積の

とりえる値の範囲を求めよ． 年         

3       ,  

   1  90

  

(1)   , ,  

(2) 1    

 (2010 )                                                    

a b c

b

V

V a b c

a b c V

°

+ + =

辺の長さが と と の直方体を

長さが の 辺を回転軸として

回転させるとき，直方体が通過する

点全体がつくる立体を とする．

の体積を を用いて表せ．

のとき， の体積の

とりえる値の範囲を求めよ． 年         

は底平が図の斜線部分V ，高さが の柱体になるのでb volume �V	 � Π
4
a2 � c2 � ac b

QEfortodai#1.nb     9



Exists��a, b, c�, a � b � c �� 1 && a � 0 && b � 0 && c � 0 && �Pi �a^2 � c^2� � 4 � a c� b 
 k� �� Resolve��, Reals� &

0 � k � Π
27

12. 【不等式の証証】

4 3 2 25 4 31 1 1 1 1 1 1
,   

2 6 24 2 6 24 120

(1)    

( )

 ( ) 0 

(2) ( ) 0    1 0 (

)

99

(

1 4 )

x x x g x x x x

x f

f x x

x

g x

x x

α α

+ + + + + + + + +

>

= < <

= =

とする．このとき，以下のことが成り立つことを示せ．

任意の実数 に対し， である．

方程式　 はただひとつの実数解 をもち，- となる． 年東大理

f�x�� � x^4 � x^3 � 1 � 2 x^2 � 1 � 6 x � 1 � 24; g�x�� � x^5 � x^4 � 1 � 2 x^3 � 1 � 6 x^2 � 1 � 24 x � 1 � 120;

��1�� ForAll�x, f�x� � 0� �� Resolve��, Reals� &

True

��2��Exists�Α, g�Α� 
 0 && �1 � Α � 0 && ForAll�x, g�x� 
 0 � x 
 Α�� �� Resolve��, Reals� &

True
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