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§1.超球面: x2+y2+z2+u2=1の断面
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故に，平面 による断面は，半径が の球
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§2. 超球面上の直線
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と定めると，　

さらに，　 とすると，

か

超

つ

球面上の 点 に対し，
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　①

とすると は からの偏角が で 単位円上の点　そして

を「 」の範囲で動かすと①は直線 を表す．

さらに，①を に関し微分して

②

とすると は に於ける接

こ で，

ベクトル

こ

§3. 超球面上の平面
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§2  OA,OB ,OC  
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    OP=sin cos ·OA+sin sin ·OB +co
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φ θ φ θ φ

→ → の順に取れ

超球面上の 点 が与えられているとする．

と同様に が互いに直交する

点 を 図

ば

の様に超球面上に取れる

そして 平面 上の点 は，

よい

(0 2 , 0 )
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と表される．
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Question

 iP ,Q ( 1,2) , 
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  ABC
,

i i
u t

u t

=

=

=

は それぞれ

平面 と直線

との交点です．

平面 と平面 の

交線はどの様になる

でしょうか？

-> 4次元球の断面(平面).cg3, 4次元球の断面.ggb

1 2 1 2 4 P , P ,Q ,Q  ( An  s: ) t点 を通り，軸が によらず 一定の円．
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上の平面 の 空間への は,楕円を

ある軸に関し回転して出来る となる．

特に

回転

， 平面

直投影

の 成分が の時は，

空間内の単位球

楕

は

円

となる

面

Au=Bu=Cu=0の時Au,Bu,Cuのいずれかが0でない時

平面.cg3
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と平面 の任意の共有点を とすると，
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様に 成分 ，を

OX *· *= =0utn n+ ×

1 2 3

2 2 2 2

 ,    X

           ( )

ABC  , (x,y,z)

 

OX

 
   

*· *

1    
(  )

u

u

t n

n e aX

y z t ax by c

e e

bX cX e

u t
z

t n
x e

e

×

=

+ +

=−

+ +

= + + =

×

=

=

−

=−

」とおくと は に依らず，

即ち，平面 と の交線は 空間では　

　　

の交線と一致する． 但

「

し

故に

と

ó

1 2

(   OA, OB, OC .)

4 , OA,OB ,OC  ( , , , ) ( 0 )

n

n a b c d= ≠

は 　とも直交する

【証明】次元なので と直交する がとれる．
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より では 平面 は，

と 　の共通部分となる．

§4. 超球面上の平面に於ける三角法
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=∠ の の変化と等しい

超球面上の 点 に対し，長さ は

　

角 は， における直線 の

接ベクトルのなす角（図の 　
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但し

これは，適当な合同変換 回転＆対称変換 により，

平面 上で通常の球面三角法が 例えば，

　 余弦定理 　

正弦定理

成り立つ．こ

　

の時

2 2 2
0

   0 

ABC  0  S ( 1, 0) 

u

u zx y u= + + = =

の 成分を にすると

平面 が 上の球 に移せる事からも明らか．

S0

4次元球の断面.ggb
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§5. 超球面は，局所的に ユークリッド空間
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0 , A(1,0,0,0) , A
B,C  

1,  
  

, yx z u+ + = =

は赤道上 は経線上

上に 点 と例 に

近い点 を図の様 に取ると，

えば

,   AB (0,1,0,0) AC (0,0,1,0)c b≈ ≈

21 ,  0,0, ) ,  ( DD d d− とすると は超球さらに 面上の点で

AD (0,0,0,1)d≈
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AD  
局所的には 超球面は

が直交

ユーク

故に が非常に近

リッド空

し

「 」

時

間

い

となる．
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一般に は超球面上の

が直交しているとする．このとき直線 の

接ベクトル は平面 と直交し

即ち「 による断面」や「 への直投影」では，この

局所ユークリッド空間はつぶれてしまう．中

点で， は 上にあり

心投影で

直線

は見える．

局所的にはユークリッド空間.cg3

3 2 2 2 1)

AC//(0,0,1) AB  AC 
, 

AC ABC 

Flat lander(2 )
S (

,  A,B  0 , C AB AC

 ( )

  ,

y ux
u

+ + =

=

【 次元人 との比較】

球面 上に住む２次元の生物にとっても

同様で，球面上に３点を は 上に は ⊥

が成り立つ様にとるなら，　

ユークリッド平面で

で，　 と で

張る空間は 局所的に

　と平面 は 我々のよう

あ

に

る．

「見

右図

ところが えている」

( )
 ( )

, 

下左図 のでなく，あくまでも数学的に彼らの平面と

「対応可能」なだけである．下右図

３次元の我々にとっても 超球面上に張り付いている

３次元空間を 事はできない．見る 考え対応なら られる．

u=0に
よる断面

u=cに
よる断面

平面と右上図との数学的対応

B
C  A

C
.

x x ≈     

である．即ち

は に非常に近い

S3
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まとめまとめ

超球面は 局所的にはユークリッド的であり，

大局的には球面幾何が成り立つ．

もしかすると, 我々の宇宙は超球面かもしれない．


